
 

33 

кілька робіт на тему обертових крил та гелікоптерів. 

У 1912 році Борис Юр’єв був одним із перших, хто застосував хвостовий 

ротор, а також концепцію циклічного кроку для управління ротором. 

Близько 1912 року датський авіаційний винахідник Якоб Крістіан 

Еллехаммер сконструював коаксіальний гелікоптер, кожен ротор якого 

складався з великого алюмінієвого кільця із шістьма лопатками, прикріпленими 

до зовнішнього краю роторів. Механізм циклічного кроку був використаний 

для зміни кроку обертових лопатей та для управління.  

Приблизно в 1919 році Генрі Берлінер побудував коаксіально-роторну 

машину, а у 1922 році він установив два коаксіальні протиобертові ротори на 

кінчиках крил біпланського фюзеляжу Ніупорта. Набори рухомих лопаток – 

пласкі поверхні, встановлені під роторами, – забезпечували певний контроль. 

Літак Berliner вважається першим елементарним пілотованим гелікоптером, 

розробленим у США. У 1920-х роках маркіз Рауль Патерас Пескара одним із 

перших успішно застосував циклічний крок. Він також був першим, хто 

продемонстрував, що гелікоптер з відмовою двигуна все ще може безпечно 

дістатися землі за допомогою авторотації – явища, яке змушує лопаті 

повертатися навіть у разі подачі на них сили, що виникає внаслідок потоку 

повітря під час руху гелікоптеру.  

Етьєн Ехміхен розпочав свої експерименти в 1920 році, підвісивши 

аеростат над гелікоптером із вертикально встановленими роторами, які 

обертались у напрямку, протилежному великим підйомним роторам. Пізніше 

конструкція мала чотири підйомні повітряні гвинти та п’ять допоміжних 

гвинтів, а також хвостовий ротор.  

У подальшому Ігор Сікорський винайшов перший справді успішний 

гелікоптер, і ця конструкція продовжує використовуватися донині. 
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МЕТОД ОПТИМІЗАЦІЇ ВЕРТИКАЛЬНОГО ЗЛІТУ ВЕРТОЛЬОТУ 

 

Оптимізація зльоту і посадки вертольотів є актуальним науково-

практичним завданням у галузі авіаційного транспорту. У роботі Ф. Шмітца            
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(F. H. Schmitz) [1] виконано оптимізацію зльоту важко навантаженого 

вертольоту у двомірної постановці. Моделювання динаміки вертольоту руху 

методом балансу потужностей із заданим горизонтальним зміщенням за 

допомогою модифікованого методу проєкції градієнта (MGPA) надало 

можливість максимізувати висоту підйому. У роботі Т. Сербе і Дж. Рейчерта  

(T. Cerbe, G. Reichert) [2] оптимізовано зліт «по-літаковому» і посадку 

вертольоту з використанням методу балансу потужностей та попередньо 

розраховано сітки потрібних потужностей. У роботі Ю. Окуно і К. Ковачі              

(Y. Okuno, K. Kawachi) [3] здійснено оптимізацію зльоту і посадки в разі 

відмови одного з двигунів вертольоту у двомірній постановці за допомогою 

нелінійної теорії оптимального управління, досягаючи мінімальної 

вертикальної швидкості посадки. У роботі «Оптимальна робота вертикального 

зльоту та посадки вертольоту за однієї несправності двигуна» [4] вирішується 

аналогічне завдання за допомогою методу послідовного відновлення градієнта 

(SGRA), при цьому цільова функція залежить від відстані між точками зльоту і 

посадки. Автори роботи «Управління польотом вертольоту з нечіткою логікою 

та генетичними алгоритмами» [5] розробляють нечіткий контролер для 

управління різними маневрами одногвинтового вертольоту. Оптимальні 

значення параметрів контролера розраховувалися у цій роботі за допомогою 

генетичного алгоритму [6]. У роботі «Оптимізація критичних траєкторій руху 

роторних транспортних засобів» [7] розроблено методику оптимізації зльоту і 

посадки, що ґрунтується на дискретизації завдання методом кінцевих 

елементів, при цьому мінімізується цільова функція, що залежить від просадки 

вертольоту у процесі розгону і загального кроку (ЗК) несучого гвинта (НГ). У 

роботі «Математичне моделювання оптимального керованого польоту 

вертольоту на вертикальних режимах» [8] пропонується оптимізація 

вертикального зльоту і посадки прямим методом наближеної оптимізації, при 

цьому цільова функція, що мінімізується, залежить не лише від координати і 

швидкості вертольоту, але і від часу, витраченого на виконання маневру. 

Отже, дослідження методів і методик оптимізації суворо вертикальних 

режимів польоту вертольоту у літературі репрезентовано недостатньо, 

незважаючи на те, що практично будь-яке польотне завдання передбачає 

наявність двох вертикальних режимів польоту – зльоту і посадки. 

З вищевикладеного випливає необхідність створення математичної моделі 

вертикального зльоту вертольоту у довільних експлуатаційних умовах (тобто 

коли можуть варіюватися маса вертольоту, висота площадки, температура 

зовнішнього повітря тощо). 

На математичну модель мають бути накладені такі обмеження: 

 кінцева висота польоту вертольоту не може бути більшою за його 

статичну стелю за заданих експлуатаційних умов; 

 з метою прискорення виконання зльоту темп зміни ЗК має бути 

максимальним і при цьому має забезпечувати сталість частоти обертання НГ. 

Під час створення математичної моделі зроблено такі припущення: 

 рух вертольоту навколо центра мас парирується льотчиком, отже, 

завдання зводиться до вивчення руху центру мас; 
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 маса вертольоту не змінюється у процесі зльоту; 

 у початковий момент часу значення ЗК НГ менше злітної, а вертоліт 

перебуває у стані спокою на поверхні землі; 

 зліт виконується у штильових умовах; 

 частота обертання НГ є постійною. 

Задача розв’язується в одновимірній постановці, тобто досліджується рух 

вертольоту вздовж нерухомої, пов’язаної з землею, вертикальної осі y (початок 

координат розташовується у точці, що відповідає нульовій барометричній 

висоті). Диференціальне рівняння руху вертольоту має такий вигляд: 

0,

;
,
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  


       (1) 

де T – сила тяги НГ;  Q Q y  – сила лобового опору планера; m – маса вертольоту; g – 

прискорення вільного падіння; τ – час відриву вертольоту від площадки, що 

характеризується виразом T = mg. 
 

Для визначення значення сили тяги НГ використовувалася відома 

квазістаціонарна постановка, за якої 
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
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де F –площа НГ, що обмітається; ρ = ρ(y) – густина повітря; ω – кутова 

швидкість НГ; R – радіус НГ. Коефіцієнт тяги НГ Ct у (2) є функцією ЗК НГ. 

Залежність Ct(φ) є наближеною до лінійної (рис. 1, а) і зазвичай знаходиться з 

натурного експерименту. Коефіцієнт K, що входить у друге рівняння (2), 

враховує вплив «повітряної подушки», що дає додатковий приріст тяги у 

безпосередній близькості від поверхні землі. Значення коефіцієнта K залежить 

від відстані від землі до коліс і діаметра НГ вертольоту (рис. 1, б) [9–11]. 

  
а) б) 

Рисунок 1 – Емпіричні залежності: а – емпірична залежність між коефіцієнтом тяги і 

ЗК НГ вертольоту Мі-8МТ; б – графік визначення емпіричного коефіцієнта впливу 

«повітряної подушки» для різних типів вертольотів [9–11] 
 

Сила тяги НГ залежить не лише від координати, а й від вертикальної 

швидкості вертольоту, що пояснюється аеродинамічним демпфуванням, 

обумовленим зміною умов обтікання елементів лопатей. Цю зміну можна 

кількісно охарактеризувати збільшенням ЗК НГ (позитивним під час посадки і 



 

36 

негативним під час зльоту): 

0,7 0,7

arctg ;
y y

r r


 
         (3) 

де r0,7 – радіус характерного перетину лопаті. 
 

З огляду на зазначені залежності, а також на той факт, що ЗК НГ є деякою 

функцією часу, що характеризує управління, отримуємо остаточний вираз для 

сили тяги НГ: 
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Граничне значення сили тяги, яке може бути реалізовано на конкретному 

вертольоті у заданих експлуатаційних умовах, з урахуванням цих умов, а також 

умов, пов’язаних із зносом лопаток турбокомпресора й індивідуальних 

можливостей вертольоту, дає змогу визначити метод енергій [12], з якого 

можна знайти максимально можливе нормальне швидкісне перевантаження: 
 

 max , , ;o

yn f t m y        (5) 

де tо – температура зовнішнього повітря. 
 

Далі легко знайти шукане граничне значення тяги НГ згідно з визначенням 

перевантаження: 
max

max ;yT m g n          (6)  
 

після чого можна визначити злітне значення ЗК НГ φmax із (2) з урахуванням 

залежності Ct(φ). 

Наразі існує багато законів управління (t), що надають можливість 

реалізувати вертикальний зліт. У цій роботі досліджується закон, який може 

бути заданий наступною залежністю темпу зміни ЗК від часу: 
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де t – час, с; ti – деяке значення часу, t1 > 0, ti+1 > ti, k – максимальний темп зміни ЗК, o/с. Для 

вертольоту Мі-8МТ параметр k можна взяти рівним 5 o/с. 
 

 
 

 

Використовуються також такі граничні умови: φ(0) = φ0, φ(t1) = φmax, φ(t4) = 

φhover,  0y y , де φ0 – задане початкове значення ЗК; φmax – максимально 

можливе значення ЗК НГ для цих експлуатаційних умов, яке можна знайти з 

методу енергій; φhover – значення ЗК НГ, що забезпечує висіння поза зоною 

впливу «повітряної подушки» (K  1), яке можна визначити із формули (2) з 

урахуванням залежності Ct(φ), підставивши замість сили тяги НГ вагу 

вертольоту. Уведемо нові параметри t12 = t2 – t1 і t23 = t3 – t2, що визначають, 
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відповідно, час утримання постійного значення ЗК НГ і час, протягом якого 

здійснюється його зменшення з метою гасіння вертикальної швидкості. 

Оскільки параметри k, φ0, φmax і φhover відомі, можна виразити значення t1 і 

t4: 
max 0

1 ;t
k

 
  

max 23
4 1 12 23

hover k t
t t t t

k

   
      . 

Отже, в разі використання пропонованого закону для вертикального зльоту 

в описі управління присутні два невідомих параметра – t12 і t23. 

Оскільки диференціальне рівняння руху вертольоту (1) може бути 

розв’язано тільки чисельно, для оптимізації потрібен чисельний метод, що 

дозволяє отримати наближений розв’язок задачі у вигляді набору параметрів 

t12 і t23, що відповідають вертикальному зльоту, найбільш близькому до 

оптимального.У цій роботі використовується генетичний алгоритм [6], за 

допомогою якого виконується випадкове генерування, комбінування і мутація 

вихідних параметрів для заданої кількості поколінь. Комбінування і мутація 

вихідних параметрів з урахуванням накладених обмежень здіснюються за 

допомогою методу, запропонованого Дебом [13]. У кожному поколінні 

відбираються найкращі рішення, що характеризуються мінімальними 

значеннями цільової функції, яка має такий вигляд: 

     1 4 2 4 3 4 4 4 ;F At A y t A y t A Y y t                   (8), 
 
 

де Y – необхідне значення барометричної висоти; Ai – постійні коефіцієнти, що 

підбираються дослідним шляхом.  

Усі подальші розрахунки виконуються з використанням значень A1  2,  

A2 = A4  4, A3  6, що надало можливість мінімізувати час виконання 

вертикального зльоту, забезпечивши при цьому значно менші порівняно з 

похибками вимірювань відхилення прискорення, швидкості та координати від 

необхідних значень. 

На рис. 2, а–в показано результати оптимізації вертикального зльоту 

вертольоту для трьох значень маси: 10 000, 11 100 і 12 000 кг [14] (параметри, 

що оптимізуються – φ, y , y). Видно, що час утримання постійного значення ЗК 

(отже, і час виконання вертикального зльоту) очікувано зростає із збільшенням 

маси вертольоту.  

 

   
а) б) в) 

Рисунок 2 – Результати оптимізації вертикального зльоту вертольоту:  

а – параметр φ, б – параметр y , в – параметр y; 1 – маса 10 000 кг, 2 – маса 11 100 кг, 3 – 

маса 12 000 кг 
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Крім того, для маси 12 000 кг особливо помітно вплив «повітряної подушки», 

що дає значний приріст вертикальної швидкості на початковому етапі. 
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